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第 8章

有限次元線型空間

8.1 線型空間と次元数
既に見てきたように，全ての n次元ベクトル v ∈ Cn においてはスカラー倍，ベクトルの加減算が実行でき，結合則，
交換則が成立する。このような集合を線型空間 (linear space)と呼ぶ。以下，集合Kを Cもしくは Rとし，線型空間
の定義を厳密に述べる [1]。

定義 8.1 (線型空間)

定数 α, β ∈ K,ベクトル a,b ∈ Vに対して下記の性質を満足する時，集合Vを K上の線型空間 (linear space)，もし
くはベクトル空間 (vector space)と呼ぶ。また，Kをスカラー集合 (scalar set)と呼ぶ。

1. V , ∅(空集合でない)

2. 加算，スカラー倍に関して閉じている。即ち，全ての α ∈ K, a,b ∈ Vに対して，αa ∈ V,かつ a + b ∈ Vが成
り立つ。

3. ベクトルの加算に関して次の性質が成り立つ。
3-1. 結合則，交換則が成立する。
3-2. 零ベクトル 0 ∈ Vが存在し，全ての a ∈ Vに対して下記が成り立つ。

0 + a = a + 0 = a

3-3. 任意の a ∈ V に対して逆ベクトル −a ∈ V が存在し，下記が成り立つ。また逆ベクトルとの加算を減算
(subtraction)と呼ぶ。

a + (−a) = (−a) + a = 0

4. スカラー倍に関し，任意の α, β ∈ K, a,b ∈ Vに対して下記の性質が成り立つ。
4-1. (α + β)a = αa + βa

4-2. α(a + b) = αa + αb

4-3. (αβ)a = α(βa)

4-4. 1a = a

上記の定義に従えば，Cn はスカラー集合K = Cの時に線型空間となり，Rn はスカラー集合がK = Rの時に線型空
間となる。
今までは漠然と Rn や Cn における「次元数」という用語を使ってきたが，一般の線型空間における次元数は次のよ
うに規定される。
定義 8.2 (線型空間の次元数)

線型空間Vにおいて，一次独立なベクトル vi ∈ Vが高々 n個しか存在しえない時，この線型空間の次元数を nとし，
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次のように記する。
dim(V) = n

従って，
全てのベクトルを表現できる基底をなすベクトルの数 = 線型空間の次元数

ということになる。

その他，線型漸化式で規定される無限数列や，ランク落ちの連立一次方程式において解が無限に存在する場合は，そ
の解が線型空間をなす。

8.1.1 線型空間の例 (1): ランク落ちの連立一次方程式の解がなす線型空間
例えば [

3 2
−6 −4

] [
x1
x2

]
=

[
0
0

]
(8.1)

というランク落ちの連立一次方程式の解 x = [x1 x2]T ∈ Rn を考える。この場合，x1 と x2 は

3x1 + 2x2 = 0

という関係式さえ満足していれば，上記の連立一次方程式の解になり得る。従って，x1 = s と置くことで，x2 =

−3/2x1 = −3/2sと表現できるので，この解 xから成る集合Vは

V = { x | x = s[1 − 3/2]T, s ∈ R }

となり，Vは定義 8.1を満足する 1次元の線型空間をなす。
同様に  1 2 3

2 4 6
−3 −6 −9


 y1

y2
y3

 =
 0

0
0

 (8.2)

の解 y = [y1 y2 y3]T がなす集合W は y1 = s, y2 = tと置くことで

W = { y | y = s[1 0 − 1/3]T + t[0 1 − 2/3]T, s, t ∈ R }

となり，Wは定義 8.1を満足する 2次元の線型空間をなす。

問題 8.1

1. 上記のV，Wが線型空間をなすことを示せ。
2. 次の連立一次方程式の解 x = [x1 x2 x3]T ∈ R3 がなす集合 Xを内包的記法で書け。また，この Xは何次元の線
型空間かも答えよ。  1 −1 1

−2 2 −2
−3 3 −3


 x1

x2
x3

 =
 0

0
0


8.1.2 線型空間の例 (2): 線型漸化式で規定される無限数列
数列 {xn}∞n=0 が線型漸化式

xn+m := −cmxn+m−1 − cm−1xn+m−2 − · · · − c1xn (ci ∈ Rは定数) (8.3)
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を満足している時，この漸化式によって定義される数列 x = {xn}∞n=0 を要素とする集合 Xm は m次線型空間となる。実
際，任意の x, y = {yn}∞n=0 ∈ Xm に対して，加算とスカラー倍を

x + y = {xn + yn}∞n=0, αx = {αxn}∞n=0

と定義すると，線型空間 (定義 8.1)の性質をすべて満足することが分かる。

問題 8.2

数列 x = {xn}∞n=0 と y = {yn}∞n=0 がそれぞれ漸化式

xn+2 := xn+1 + xn, yn+2 := yn+1 − yn

から定義されるものとする。この時，次の問いに答えよ。

1. w = 3xである時，w = {wn}∞n=0 の漸化式を wn+2,wn+1,wn を用いて表わせ。
2. z = x + yである時，z = {zn}∞n=0 の漸化式を zn+2, zn+1, zn を用いて表わせ。

8.2 線型写像 (線型変換)と同型写像
結論から言うと，Cn のベクトルに対する行列乗算は全て下記に述べる線型変換（線型写像)であり，全て K上の有
限次元線型空間における線型変換は，同型写像によって，行列乗算と同一視できる。ここでは線型写像と線型変換，そ
して同型写像の定義を述べ，最後に同型写像の例を示し，有限次元線型空間の同型性を具体例を通じて解説する。

定義 8.3 (線型写像)

K上の線型空間Vと，K上の線型空間Wの間の写像 T :V →Wが次の性質を持つ時，線型写像 (linear mapping)

と呼ぶ。

1. 任意の x,y ∈ Vに対し，T(x + y) =T(x) + T(y) ∈ W が成立する。
2. 任意の α ∈ Kに対し，T(αx) = αT(x) ∈ W が成立する。

特にV =W である時，T を線型変換 (linear transformation)と呼ぶ。V = Cn の時，全ての線型変換は n次正方
行列とベクトルの乗算として定義できる。実際，ベクトル x,y ∈ Cn と行列 A ∈ Cn×n の積に対しては

A(x + y) = Ax + Ay
A(αx) = α(Ax)

(8.4)

が成立する。

定義 8.4 (同型写像と同型)

K 上の線型空間 V と，K 上の線型空間W の間の線型写像 φ : V → W が全単射である時，これを同型写像
(isomorphism)と呼び，同型写像が存在する線型空間は同型 (isomorphic)と呼ぶ。

有限次元線型空間はすべて同じ次元数の Rn もしくは Cn と同型である。
以上をまとめると，有限次元線型空間における線型写像 Tは次の定理のように，必ず行列乗算の形で表現することが
できる。

定理 8.1 (線型空間における線型写像の行列表現)

K上の線型空間Vの Cn との同型写像を φ :V → Cn，K上の線型空間Wと Cm との同型写像を ϕ :W→ Cm とす
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る。この時，線型写像 T :V →W には対応する行列 A ∈ Cm×n が存在し，下記の図のように，

v ∈ V −→ T −→ ϕ−1(Aφ(v)) ∈ W
↓ ↑
φ ϕ−1

↓ ↑
φ(v) ∈ Cn −→ A −→ Aφ(v) ∈ Cm

(8.5)

任意の v ∈ Vに対し
T(v) = ϕ−1(Aφ(v)) (8.6)

と表現できる。この時，A ∈ Cm×n を Tの表現行列と呼ぶ。

問題 8.3

線型漸化式 (8.3)の場合，最初の m個の数列値 x0, ..., xm−1 ∈ Rの値が決まれば次の xm が決まることから，φ : x→ Rm

を

φ({x0, x1, ..., xm−1}) =


x0
x1
...

xm−1

 (8.7)

とすれば，異なる m個の数列値に対して，以降の数列値が必ず一つ定まり，全ての値が異なることも保証できるので，
一対一対応が存在し，最初の m 個の値だけで良いことから，全ての Rm に対して数列が存在していることも分かる。
よって φは全単射であり，φ : Xm → Rm は同型写像になるので，Xm と Rm は同型である。この時次の問いに答えよ。

1. Xm 上のシフト演算 T : Xm → Xm を

T({x0, x1, ..., xm−1, ...}) = {x1, x2, ..., xm, ...}

と定義する時，これが線型変換であることを示せ。
2. この線型変換の表現行列 Aを求めよ。

8.3 線型部分空間
明らかに Cn ⊃ Rn であり，線型空間でもある。このような場合，Rn は Cn の線型部分空間 (linear subspace)であ

ると呼ぶ。

定義 8.5 (線型部分空間)

線型空間 V の部分集合 S が，同じスカラー集合 K 上で線型空間となっている時，S を V の線型部分集合 (linear

subspace)と呼ぶ。

例えば，R2 はR3の線型部分空間である。2次元ベクトル v = [v1 v2]T に対して，[v1 v2 0]T ∈ R3 とすれば，R3 ⊃ R2

と考えられる。

定理 8.2 (線型部分空間の次元数)

線型空間Vの部分集合 Sが，同じスカラー集合K上で線型部分空間となっている時，

dim(S) ≤ dim(V) (8.8)

となる。つまり，線型部分空間の次元数は，元の線型空間の次元数と同じか，それ未満になる。

他にも，次のような線型部分空間がある。
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■ランク落ちの連立一次方程式の解がなす線型部分空間 例えば，(8.1)式を満足する解がなす線型空間Vは R2 の線
型部分空間であり，次元数は 1である。
また，(8.2)式を満足する解がなす線型空間Wは R3 の線型部分空間であり，次元数は 2である。

■固有空間 正方行列 A ∈ Cn×n の固有値 λと固有ベクトル xに対して，

V = {x | Ax = λx} ∪ { 0 }

を，行列 Aの (固有値 λに属する)固有空間 (eigen space)と呼ぶ。固有空間は Cn の線型部分空間であり，ランク落ち
の連立一次方程式がなす線型部分空間の一種である。

■ベクトルが張る空間 k個のベクトル v1, v2, ..., vk∈ Cn の全ての線型結合 (linear connection)，即ち，スカラー倍
の和∑k

i=1 αivi の集合を

span{v1, v2, ..., vk} =
 k∑

i=1

αivi

∣∣∣∣∣∣∣ αi ∈ C (i = 1, 2, ..., k)


と書き，ベクトルが張る空間 (spanning space)と呼ぶ。ベクトルが張る空間は Cn の線型部分空間になる。

問題 8.4

1. (8.1)の解なす線型部分空間Vと，(8.2)の解がなすWの次元数 dim(V)と dim(W)をそれぞれ求めよ。
2. 次の連立一次方程式の解 x = [x1 x2 x3]T ∈ R3 がなす集合Vの次元数 dim(V)を求めよ。 1 −1 1

−2 2 −2
−3 3 −3


 x1

x2
x3

 =
 0

0
0






