
111

中間レポート 2: 一般の斉次線型漸化式の一
般解

Xm の場合

以上見てきたように，線型漸化式 (8.3)の一般項 xn は，写像 Tと φ : Xm → Rm，

φ(x) = φ({x0, x1, ..., xm−1, ...}) =


x0
x1
...

xm−1


そしてコンパニオン行列 Cm

Cm =



0 1 0 · · · · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 0 · · · 0 1 0
0 0 · · · · · · 0 1
−c1 −c2 · · · · · · −cm−1 −cm


が対角化可能である場合，(11.5)同様，次のような写像の構造ができる。

x = {x0, x1, ..., xn, ...} −→ T −→ T(x) = {x1, x2, ..., xn+1, ...}
↓ ↑
φ φ−1

↓ ↑

φ(x) =


x0
x1
...

xm−1

 −→ Cm −→ Cmφ(x) =


x1
x2
...

xm


(11.9)

従って，次のようにして一般項 xn を求めることができる。

1. 初期値 x0 = [x0 x1 ... xm−1]T を定める。

2. Cm の固有値 λ1, λ2, ..., λm と対応する固有ベクトル v1, v2, ..., vm を求め，v1 = φ(v1) = {v(1)
0 , ...}, v2 = φ(v2) =

{v(2)
0 , ...}, ..., vm = φ(vm) = {v(m)

0 , ...}を得る。
3. P = [v1 v2 ...vm]を作り，連立一次方程式 Pα = x0 を解いて α = [α1 α2 ... αm]T を求める。

4. xn = λn
1α1v(1)

0 + λ
n
2α2v(2)

0 + · · · + λn
mαmv(m)

0 を得る。

問題 11.4

1. T(x)が線型変換，即ち，任意の定数 α, βおよび x, y ∈ Xm に対して，

T(αx + βy) = αT(x) + βT(y)
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であることを示せ。

2. 次の線型漸化式に対して初期値 x0, x1, ...を与えた時に一般項を求めるMATLABプログラムを作れ。

（a）xn+3 = −6xn+2 + 11xn+1 − 6xn

（b）xn+4 = −5xn+3 − 7xn+2 − 9xn+1 + xn

（c）xn+5 = 4xn+4 + 2xn+3 − 5xn+2 + xn+1 + 3xn

参照用として，m次線形漸化式の一般項表現を求め，検算を行うMATLABスクリプトを以下に示す。

% m次線形漸化式の一般項表現の導出

1: clear;

2:

3: %（a）x_{n+3} := 6x_{n+2} + 11x_{n+1} ? 6x_n

4: m = 3; c = [-6, 11, -6]; x_init = [1; 1; 1];

5:

6: % コンパニオン行列生成

7: C = zeros(m);

8: for i = 1:m

9: C(m, i) = c(i);

10: end;

11: for i =1:m-1

12: C(i, i + 1) = 1; % 対角成分の上を 1に

13: end;

14:

15: disp("C = "); disp(C);

16:

17: % 固有値と固有ベクトル

18: [P, Lambda] = eig(C);

19: disp("P = "); disp(P);

20: disp("Lambda = "); disp(Lambda);

21:

22: % P * alpha = x_init

23: alpha = inv(P) * x_init;

24:

25: % 検算 x == x_init?

26: x = zeros(m,1);

27: for i = 1:m

28: x = x + alpha(i) * P(:, i);

29: end

30: disp("x = "); disp(x);

31: disp("x_init = "); disp(x_init);

32:

33: % 一般項の表示

34: fprintf(’一般項: x_n :=((%15.7e) + (%15.7e) * i)ˆn * ((%15.7e) + (%15.7e) * i)
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* ((%15.7e) + (%15.7e) * i) ’, real(Lambda(1, 1)), imag(Lambda(1, 1)), real(alpha

(1)), imag(alpha(1)), real(P(1, 1)), imag(P(1, 1)) );

35: for i = 2:m

36: fprintf(’ + ((%15.7e) + (%15.7e) * i)ˆn * ((%15.7e) + (%15.7e) * i) * ((%1

5.7e) + (%15.7e) * i) ’, real(Lambda(i, i)), imag(Lambda(i, i)), real(alpha(i)), i

mag(alpha(i)), real(P(1, i)), imag(P(1, i)) );

37: end

38: fprintf("\n");

39:

40: % 検算

41: for i = 1:50

42: xn_true = seq_n(i, c, x, m); % 漸化式で計算

43: xn_appr = general_n(i, alpha, Lambda, P, m); % 一般項の式で計算

44: fprintf("%3d: %15.7e, %15.7e, %5.1e\n", i, xn_true, xn_appr, relerr(xn_app

r, xn_true));

45: end

46:

47: % 相対誤差

48: function ret = relerr(approx, true_val)

49: ret = abs(approx - true_val);

50: if(abs(true_val) >= 1.0e-308)

51: ret = ret / abs(true_val);

52: end

53: end

54:

55: % 一般項表現に基づく数列の第 n項計算

56: % x_n := \sumˆ{m}_{k = 1} \lambda_kˆn * alpha(k) * vˆ(k)_0

57: function xn = general_n(n, alpha, Lambda, P, m)

58: xn = 0;

59: for i = 1:m

60: xn = xn + Lambda(i, i)ˆn * alpha(i) * P(1, i);

61: end

62: end

63:

64: % 漸化式に基づく数列の第 n項計算

65: function xn = seq_n(n, c, x, m)

66: temp = [];

67: for i = 1:m

68: temp(i) = x(i);

69: end

70:

71: if n < m
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72: xn = temp(n);

73: else

74: for i = m:n

75: xn = 0;

76: for i = 1:m

77: xn = xn + c(i) * temp(i);

78: end

79: for i = 1:m - 1

80: temp(i) = temp(i + 1);

81: end

82: temp(m) = xn;

83: end

84: end

85: end


